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Resum
Aquest document conté les notes que vaig preparar per a les dues presen-
tacions introductories del seminari sobre simbols modulars sobreconvergents!
que va tenir lloc a Barcelona durant la primavera del 2016. Es tracta d'un
recordatori de la teoria classica de formes modulars i d’una introduccié als

simbols modulars classics. Aquestes notes no contenen cap resultat original.

1 Formes modulars

Considerem el semipla superior
H={zeC:Im(z) >0}
amb ’acci6 (per I'esquerra)
GLy (R)xH —H
donada per les transformacions de Mobius
<a b) az+b
Z= .
c d cz+d

Aquesta acci6 no depen del determinant de la matriu (sempre i quan sigui positiu

per tal de preservar l'orientacié de C i de mantenir H estable); de fet, no canvia en
multiplicar la matriu per escalars i, per tant, tenim una acci6 de PSLy(R) sobre H.
Estudiarem sobretot 1’acci6 induida de subgrups I' C SL,(IR). En aquest context,
escriurem T per a referir-nos a la imatge de I' a PSL,(IR). Analogament, 7y sera la

imatge d’un element y € T'a PSL,(IR).
Definicié 1. Sigui N un nombre enter positiu. El subgrup de SL,(Z)

a b a by (10
F(N)z{(c d)ESLz(Z): (c d) = <0 1> modN}

1vull agrair a en Santi Molina la feina d’organitzar el seminari.
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s’anomena subgrup de congruencia principal de nivell N. Un subgrup T C SLy(Z) es

diu de congruéncia de nivell N si
T(N) C T C SLy(2Z).

(En particular, en aquest cas [SLy(Z) : T'] < o0.)

Exemple 2. Els subgrups de congruencia més importants sén

To(N) = { (Z Z) € SLy(Z) : (”Z Z) - <3 :) mod N}
Ty (N) = { (‘CZ Z) € SLy(Z) : (i Z) = ((1) ’{) mod N}.

A partir d’ara, I' sera sempre un subgrup de congruencia de SLy(Z) (més

endavant ens centrarem només en I'g(N)).

Definicié 3. Un domini fonamental per a I' és un tancat D de H que conté un
representant de cada orbita de I'accié I' C' H i tal que, si hi ha dos representants
d’una mateixa orbita en D, tots dos han de ser en la frontera. (Normalment els

()

isiguiF = {z € H:|z| > 1i|Re(z)| <3 }.
(1) (S, T) = SLy(Z).
(2) F és un domini fonamental per a SLy(Z) amb les identificacions que mostra el
grafic 1.
(3) Siz € F, l'estabilitzador PSLy(2Z), és trivial llevat dels segiients casos:
e PSLy(Z); = (S) (ordre 2),

* PSLy(Z), = (TS) (ordre 3) i
* PSLy(Z),2 = (ST) (ordre 3).

volem connexos.)

Teorema 4. Siguin

Aquest teorema permet trobar dominis fonamentals de I' coneixent un sistema
de representants de SL,(Z) / T.

Topologicament, el domini fonamental F amb els costats identificats segons
’acci6é de PSL,(Z) és una esfera menys un punt, tal com es pot veure al grafic 2.
Per tal de compactificar aquesta superficie, doncs, hi afegim un punt a l'infinit
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Grafic 1: El domini fonamental F i uns quants traslladats.

(juntament amb tots els seus traslladats per PSL;(Z)). Definim aixi el semipla
superior estes
H* =HUQU{o}

i hi estenem també 1’acci6 de SL,(Z) de la manera dbvia. Observem que SL,(Z)
actua transitivament sobre P! (Q) = Q U { 0 }, les puntes o ciispides, per la identitat
de Bézout. El conjunt H* es pot dotar d'una topologia que estén la topologia
euclidiana a H.
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Grafic 2: La superficie (topoldgica) PSL,(Z) \ H.
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Considerem l'acci6 (per la dreta) de pes k € Z de GL,(R) sobre funcions
donada per

az+b).

FIL(28)]ele) = det(24) 72 (cz - a)* - f(ZE0



Definicié 5. Una funcié meromorfa f: H — C es diu debilment modular per a T de
pes k si

fllvlk=f peratotyeT.

Com que

((1) ?) €I' peraalgunh € N,

tota funci6 debilment modular f: H — C és h—periodica. Per tant, f admet un
desenvolupament en série de Fourier

foolqn) = Y, cugq, ongy=e

n=—oo

27miz/h

(A vegades escriurem ¢, (f) en lloc de ¢, per a I’enésim coeficient de Fourier de f.)
Es diu que f satisfa una condicié (ser meromorfa, ser holomorfa, anul-lar-se, etc.) en
z = oo si foo la satisfa en g5, = 0. Per a una altra punta s € Q, sabem que s = a(0)
per a algun a € SLy(Z). Aleshores, es diu que f satisfa una condicié en z = s si
f|[a]x 1a satisfa en z = co. (Hom pot comprovar que aixd no depén de la matriu a
triada.)

Definicié 6. Una forma modular per a I' de pes k € Z és una funcié f: H — C
déebilment modular per a I' de pes k que a més a més és holomorfa en H i en les
puntes. Si a sobre f s’anul-la en les puntes, es diu que f és una forma cuspidal o

parabolica.

Exemple 7. Les séries d'Eisenstein

Gor(z) = Z/

mmneZ.

1
(mz + n)%

son formes modulars per a SL,(Z) de pes 2k si k > 1.

Hom pot dotar el quocient I' \ H d’una estructura de superficie de Riemann i

aquesta admet una compactificacié corresponent a I' \ H*.

Proposici6 8. Pera cada z € H* hi ha un entorn obert U de z tal que

I={yel:3U)NU #?}.

Aquesta proposicié permet definir les cartes d’un atles de T \ H* de manera
que la superficie resultant sigui de Hausdorff. Sigui 77: H* — T'\ H* la projeccié
canonica. Donat z € H*, considerem un entorn obert U de z amb la propietat que
Io={7el:7U)NU # D}, com a la proposici6 8.



e SiT, és trivial, la restriccié )y U — I'\ U és un homeomorfisme i el seu
invers és una carta al voltant de 7(z).

e Siz € HiT, no és trivial, z ha de ser necessariament PSLZ(Z)—equivalent o)
bé aiobéa p. En aquest cas, I'estabilitzador T, té ordre d = 2 0 3 i podem
construir una carta de la manera esbossada al grafic 3 (¢o és, identificant 4
sectors al voltant del punt v = 77(z)).

u

Grafic 3: Carta per a un punt PSL,(Z)—equivalentaio a p.

* Siz € P}(Q), z és PSL,(Z)-equivalent a co. En tal cas, I'estabilitzador T, és
ciclic d’ordre infinit i podem construir una carta de la manera esbossada al
grafic 4 (¢o és, identificant els infinits sectors equivalents al voltant del punt
v = 71(2)).

Definicié 9. Les superficies de Riemann Y(I') = T\ H i X(T') = '\ H* (amb l'es-
tructura donada per les cartes indicades més amunt) s’anomenen corbes modulars

peral.

Sigui Q1 (X(T)) I'espai de les 1-formes diferencials holomorfes de X(T). Si
w € OY(X(T)), aleshores 77*(w) es pot escriure de la forma

f(2) dz,

on la funcié f: IH — C és holomorfa. A més a més, per la invariancia per I’,

f(r(2))d(v(2)) = f(z)dz  peratoty el

la qual cosa implica que

fllvla=f peratotyeT.
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Grafic 4: Carta per a un punt PSL,(Z)—equivalent a oo.

Finalment, prenem el minim i € IN tal que

<1h>ef
01

1 escrivim .
f(z) = foo(l]h) = Z cuql, ongy = p2miz/h
n=0
Com que
27ti
dqy = qn=- 4z,

resulta que
h A

f@)dz = foolan) - 57

i aquesta forma diferencial només pot ser holomorfa si f s’anul-la en co. Amb un
calcul similar per a les altres puntes, hom comprova que hi ha una correspondéncia
bijectiva entre 1-formes holomorfes de X(I') i formes cuspidals de pes 2 peraT.

L'espai M(T') de les formes modulars per a I' de pes k (aixi com el subespai
Sk(T) de les formes cuspidals) és un espai vectorial complex. Hi ha uns operadors
lineals destacats que hi actuen: els operadors de Hecke. A continuacié en donarem
una descripci6 explicita en els casos que més ens interessen.

Sigui N € NN, sigui ST un subgrup no trivial de Z i sigui $* un subgrup de



(Z /| NZ)*. Per a cada n € IN definim un conjunt

A”(N,SX,S+)={(a b>€M2(Z):a€SX,b€S+,N|cidet<a Z):n}.

c d c

Definici6 10. Si T = A'(N,S*,ST) in € N, l'operador de Hecke T, actua sobre
My (T') segons
Ty f =n/?71 )3 f1[Blk-
TBel \ A"(N,5%,5+)
Exemple 11. SiT = I'\(N) = AY(N,(Z / NZ)*,Z), aleshores

Tof=n2"0 % 3 Y A,
a>1 ad=n0<b<d
(a,N)=1
Aixi, si
f(z) = foolg) = Y cuq™, ong=e"",
m=0

la série de Fourier de T,, f ve donada per

Tnf(Z) = ZO< ; XN(a)akilcmn/az)qm'
m= a>
(n,m)=1

En particular, ¢1 (T, f) = ca(f).

2 Descripci6 explicita de S;(T'o(N))

El nostre objectiu ara és trobar un metode per a calcular explicitament els coe-
ficients de Fourier d’una base de Si(T'o(N)) (el seu complementari en My (To(N))
admet una base donada per series d’Eisenstein generalitzades, que es poden
construir explicitament amb altres métodes que no exposarem aqui).

Per a fer-ho, considerem 1’accié dels operadors de Hecke sobre Si(T'o(N)).
Sigui T la subalgebra de End(Sx(I'9(N))) generada pels diversos T,, n € IN, i
sigui Te = T ®zC.

Proposicié 12. L'aplicacié
Sk(ro(N)) X Te — C
(f,T) = (T f)

és un aparellament perfecte i, per tant, defineix un isomorfisme entre els espais vectorials
complexos Sg(To(N)) i Home (T¢, C).

Demostracié. L'aparellament és clarament bilineal.
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SifeSi(To(N))ici(Tf)=0peratotT € T¢, en particular
cn(f)=c1(Tnf) =0 peratotn e N

i, per tant, f = 0.
SiTe Tcici(Tf)=0peratotf e Sg(To(N)), llavorsperaun f € Si(I'o(N))
fix
cn(Tf)=c1(TyTf) =c1(TT,f) =0 peratotn € N.

Per tant, T f = 0. Com que 'argument serveix per a qualsevol f € Si(To(N)),
concloem que T = 0 en End(S¢(Tp(N))). O

Donat ¢ € Hom¢(T¢,C), podem recuperar 1’element de Si(T'o(N)) correspo-
nent facilment: es tracta de

fo(z) = Y @(Tn)q", ong=e""
n=1

En definitiva, podrem calcular Sy (T'o(N)) si coneixem bé T¢. Perd 1’accié dels
operadors de Hecke és definida sobre Si(I'g(N)), aixi que tenim un argument
circular. Per tal de solucionar-ho, introduirem un nou conjunt d’objectes més
simple que conté una copia isomorfa de Si(I'o(N)) (com a Tc—modul) i descriurem
I'acci6 dels operadors de Hecke alla.

Restringim-nos al cas de pes k = 2, que és el més simple de tots. Com hem vist
abans, hi ha una bijecci6é natural entre S»(T') i Q!}(X(T)). D’altra banda, com que

X(T') és una superficie de Riemann compacta, hi ha un aparellament no degenerat

H;(X(I');R) x OYX(T)) — C
(;/\i[ai],w> — ;/\i /aja)

que déna un isomorfisme entre Hy (X (T); R) i Home (Q(X(T)), C), ambdés vistos
com a espais vectorials reals. (Si g és el génere de la superficie de Riemann X(T'),
es comprova pel teorema d’Abel-Jacobi que la imatge de H;(X(T);R) = Z%
a Hom¢ (QY(X(T)),C) = C8 = R% és un reticle no degenerat, de rang maxim,
i per tant Hy (X(T'); R) és isomorf a tot Home (Q!(X(T)),C).) En aquest sentit,
H; (X(T);R) és dual de S5(I'). Definim aixi per al cas I' = I'g(N) una acci6 dels
operadors de Hecke sobre Hi (X(T'); R) que commuti amb 1’aparellament donat
per la integraci6é de formes al llarg de cicles.



3 Simbols modulars

Caldra, doncs, estudiar Hy (X(T'); Z). Per a aix0, considerem camins en H* i els
projectem amb 77: H* — X(I'). Com que hi voldrem integrar, suposarem que tots
els camins sén de classe C! a trossos i continguts en IH (excepte potser els extrems).
A més a més, si un cami acaba en oo, suposarem que el cami obtingut en fer el
canvi de variables z — €% també és de classe C! a trossos (i analogament per a

les altres puntes).

Lema 13. Siguinr,s € H*. Qualssevol dos camins de r a s en H* sén homotopics; per
tant, les seves projeccions en X (I') també ho son.

Definicié 14. Siguin r,s € H*. El simbol modular {r,s} per a T és I'’element de
H; (X(T);R) associat a

S
(s / 7*(w) ) € Home(Q'(X(T)),C)
r
mitjangant I’aparellament d’integracio.

Pensarem en el simbol modular {r,s} com un cami geodésic entre r i s. Vegeu-
ne exemples al grafic 5.

Ens centrarem sobretot en el cas en qué r,s € IP1(Q) (és a dir, considerarem
només camins entre les puntes): d’aquesta manera, {r,s} € Hy(X(T'),C(T);2Z),
on C(T) = n(PY(Q)). Si n(r) = m(s), el cami obtingut és tancat i, per tant,
{r,5} € Hy(X(); Z).

El grup GL; (Q) actua sobre l'espai dels simbols modulars per a I segons

w-{r,s} = {a(r),a(s)}.

Proposici6 15. Siguinr,s,t € P1(Q) i siguin vy, € T. Els simbols modulars satisfan
les segiients identitats:

(1) {r,r} =0;

(2) {r,s}+{s,r} =0;

3) {r,s} +{s,t} +{t,r} =0;

@ r{rsp = {rs};

©) {r, v} =1{s,7(s)} i

©) {r, ' (r)} = {r,v(")} +{r.2' (")}

Demostracié. Les propietats (1) a (4) son immediates de la definici6 i de les propie-
tats de les integrals i el teorema de Stokes. Pel que fa a les propietats (5) i (6),

{rv(n)} ={rs}+{s,7(s)} +{7(s), ()}
={rs}+{s,7(s)} +{s,7} = {s,7(s)}



]H*

Grafic 5: Camins que representen uns quants simbols modulars.

{r, ' ()} ={r.a)} +{v(),y(Y ()} = {r, v} +{r, 2 (1)} 0

Teorema 16. Siguir € H*. L'aplicacié
®: T — Hy(X(T);Z)
7= Ar ()}
és un epimorfisme de grups amb nucli generat pels commutadors i pels elements dels

subgrups estabilitzadors de T respecte dels punts de H*. A més a més, ® no depen del
punt r triat.

Demostracié. Els punts (5)1(6) de la proposicié 15 demostren que ® és un morfisme
de grups i que no depen de la tria de r.

Sigui HY = {z € H : T; és trivial } i sigui YO(T') = 7(H°). Podem suposar
que r € HY. Com que 7t|gpo: H® — YO(T) és un recobriment no ramificat, hi ha
un epimorfisme

¥ m (YD), 7(r)) — T
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que envia un cami [0] € 7r1(Y?(T), 7r(r)) a I'tinic element 7 € T amb la propietat
que 6 admet un aixecament a un cami entre r i 7(r) en H". La composicié ® o ¥

és el morfisme natural
m (YO(T), (r)) — Hy(X(T); Z),

que pel teorema de Hurewicz sabem que és exhaustiu. A més a més, el seu nucli
és generat pels commutadors i pels llacos al voltant dels punts de X(T) \ YO(T').00

El teorema anterior mostra que no calen tants simbols modulars per a gene-
rar el grup d’homologia de X(I'). Per tant, ens centrarem en els simbols d'una

determinada forma.

Definici6 17. Els simbols modulars (per a T) distingits s6n els de la forma {0, 00}
peraalguny €T.

Teorema 18 (Manin). Siguin wy, ..., %, un sistema de representants de les classes la-
terals per la dreta de T a PSLy(Z). Tot element [a] € Hy(X(T);Z) es pot representar
com

m
al = Ai-ai{0, 00 amb A, € Zyperatoticil,...,m
iR j P J
j=1

de manera que

m

dla] = )_[{rr(aj(0))} — {m(;(0))}] =0 a Zo(X(I)).

=1

Demostracié. Podem expressar [a] = {0,(0)} per aalguny € I'. Si y(0) = o0, no
cal fer res. Si no, escrivim y(0) = g € Qamb (p,q) = 1ig > 0. Considerem la
representacié com a fraccié continua

1
B:a0_|_
q 1
a1 +
1
ar +
1
an
1 siguin
p—2_ 0 pa 1 po_a p1_ 1 Pn P
— — T - — s T 4 __a0+_/ sy - —
g 17 g1 0 g0 1 q1 a n 4

els convergents successius (tots escrits en forma reduida i els dos primers inclosos

formalment). En particular,
pifi—1 — pi—19i = (—1)'"
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1 per tant
U0 pia
(=) g g

pera —1 <i < n. Aleshores,

n . ) n -1 i—1,. .
{O,B} _ Z {pz 1,&} _ Z ( )ilpz Pi-1 {0, 00}
q i=—1 L -1 qi i\ (=" gia
i obtenim la representaci6 desitjada canviant aquestes matrius pels representants
adequats. O

Aixi, doncs, amb els simbols modulars distingits en fem prou per a representar
I'homologia de X(T'). De fet, aquesta idea permet considerar sols uns quants
d’aquests simbols.

4 Simbols de Manin

c=8= 0 -1 i T=TS= 1 _1.
1 0 1 0

Aquestes dues matrius generen SL,(Z) i satisfan que ¢> = 7> = —1. Com que

0{0,00} = {o0,0}, T{0,00} = {o0,1} i T{00,1} = {1,0}, resulta que

Considerem

0{0,00} + acr{0,00} =0 i a{0,c0}+at{0,00} + a7?{0,00} =0

per a tot « € SLp(Z). Aquest sistema de relacions és complet en cert sentit, tal
com veurem a continuacio.

Definicié 19. Siguin &y, ..., &, un sistema de representants de les classes laterals
per la dreta de T a SLy(Z). Els simbols de Manin per a T s6n simbols formals («;)

peraje€ {1,...,m}. Estenem aquesta notacié i definim
() = (Ta) = (x;) siTa =Tgj.
(Es a dir, hi ha un simbol de Manin per a cada classe lateral.)

Hi ha una acci6 per la dreta de SL,(Z) sobre els simbols de Manin donada per
(@) B = (ap).
Definici6 20.
(1) Sigui M el grup abelia lliure generat pels simbols de Manin per a I'. El grup

C de les cadenes de Manin per a I és el quocient de M pel subgrup generat
pels elements (&) + («)c i pels elements (w) tals que (&) = (@)

12



(2) L'operador vora de Manin és I'aplicaci6 9: C — Zy(X(T')) definida per
d(@) = {7(@(e0))} — {r((0))}

i estesa per linealitat. El grup de cicles de Manin per aT és Z = Ker(9).

(3) El subgrup B de les vores de Manin per a I és el subgrup de C generat pels
elements (&) + ()7 + (a)7? i pels elements (@) tals que (%) = (&)T.

Teorema 21. L'aplicacié Z-lineal
§:Z/B— Hi(X(T);2)
(@) — {(0), (o)}

és un isomorfisme de grups.

Idea de la demostracié. Hom pot comprovar rutinariament que B és un subgrup de
Z ique ¢ és una aplicaci6 ben definida en vista de les relacions amb ¢ i T descrites
al comencament de la secci6. L'exhaustivitat de ¢ és conseqiiencia del teorema 18.

La sola part complicada és, doncs, provar que ¢ és una aplicacié injectiva.
A aquest efecte descriurem H; (X; Z) mitjangant un complex de cel-les (és a dir,

emprant homologia cel-lular).

141

Grafic 6: El triangle E descompost en dominis fonamentals.

Considerem les segiients regions de IH*, il-lustrades al grafic 6:

e E éslinterior del triangle /A (0,1, 00) (és a dir, tota I'area pintada al grafic 6), i

e E’ ésl'interior del quadrilater [(I(i, p, 1 + i, c0) més el segment (i, p) tret de
I'extrem { i} (és a dir, I'area de color vermell al grafic 6).
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Observem que E = E' UT(E')UT?(E")ique E'NT(E')NT3(E") = {p}. A més
a més, E’ és un domini fonamental de 1’accié de PSL,(Z) sobre H*. De fet, E/
és format per la meitat dreta més la meitat esquerra traslladada una unitat cap
a la dreta del domini fonamental F del teorema 4 (vegeu el grafic 1). L’'acci6
de PSL,(Z) identifica parells de costats del quadrilater E’; tanmateix no hi ha
identificacions entre parells de punts d"un mateix costat. Per tant, la projecci6 7
indueix immersions en X(I') de cada semicostat i cada semimitjana del triangle E.
Amb aquestes observacions clau, finalment podem construir el complex de
celles 2-dimensional (naturalment homeomorf a X(I')) segtient.
(i) Les O—cel-les sén les imatges per 7t dels vertexs i dels punts mitjans dels
costats dels triangles a(E) per a tot & € PSL,(Z).
(ii) Les 1—cel-les son les imatges per 7t dels semicostats, orientats del vertex cap
al punt mitja, dels triangles a(E) per a tot @ € PSL,(Z). Es a dir, cadascuna

a(i))).

d’aquestes cel-les és de la forma e ((@)) = 7 ((a(c0),
(iii) Les 2—cel-les son les imatges per 7t dels triangles a(E) per a tot & € PSL,(Z).

N’hi ha de dues menes:
e si (@) = (@)7, tenim una cella e, ((&)) = 7(a(E’)) amb vora
der((@)) = e1((@)) —er((@)0),
mentre que

o si (@) # (@)T, tenim una cella e, ((@)) = 7t (a(E)) amb vora
2
dea (( Z [el —er((@)7 0)] .
j=0

Hom pot provar que I'aplicaci6 (@) — e; ((%)o) — e1((%)) indueix un isomor-

fisme
Z /B — Z¢(X) / BE(X) = Hy(X; Z). 0

Hem obtingut, doncs, una descripcié molt simple de H; (X(I'); Z). Particularit-
zant per a I’ = T')(N), encara la podem simplificar més.

Proposici6 22. Hi ha una bijeccié entre To(N) / SLy(Z) i
PY(Z/NZ)={(c:d):c,dc€Z/NZ i (c,d,N)=1}

(on (c:d) = (uc:ud) peratotu € (Z / NZ)*). Aquesta bijeccié envia la classe lateral

To(N) (j Z)

14
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En aquest cas, doncs, n’hi ha prou amb combinacions lineals de parelles de
nombres modul N per a descriure un objecte tan complicat com H; (Xo(N); R) (i,
en conseqiiencia, també Sy(I'o(N))).

5 Una altra versio dels simbols modulars

Tornem a considerar un subgrup de congruencia I' qualsevol. Una vegada entesa
la teoria dels simbols modulars i com es fa servir per a calcular Hy(X(T'); Z),
podem presentar una definici6 alternativa del grup dels simbols modulars per
a I'. Aquests simbols son formals i, per tant, més adients per als calculs amb
I'ordinador.

Recordem de la secci6 3 que, si M(I') és el subgrup de H;(X(T');R) generat
pels simbols modulars per a I' de la forma {r,s} amb r,s € IP}(Q), podem definir
un operador vora

0: M(T') — B(T)
{18} — {7t(s)} — {m(r)}
(on B(T') és el grup abelia lliure generat per C(I')). En aquesta situacid, el nucli
S(T') de 0 és (isomorf a) Hi (X(T'); Z) (vegeu el teorema 18). Els elements de S(T')
s’anomenen simbols modulars cuspidals per a T'.

Hom podria definir el grup IM dels simbols modulars formals com el quocient del
grup abelia lliure generat per simbols (formals) de la forma {r,s} perar,s € P}(Q)
pel subgrup generat pels elements de la forma {r,s} + {s,t} + {t,r} i la torsio.
Aquest grup és isomorf al grup de divisors Zy(IP}(Q)) (I'isomorfisme ve donat per
{r,s} — {s} — {r}). Aleshores, hom podria presentar els simbols modulars per a
I' com a elements d’aquest grup formal modul unes certes relacions (essencialment
les de la proposici6 15) i definir un operador vora i simbols cuspidals de la mateixa

manera.

6 Generalitzaci6 per a pes k > 2

Sik > 2, els elements de S(I') ja no corresponen a 1-formes diferencials de X(T')
perque l'accié de I' és diferent. Per tal de solucionar-ho, introduim l'espai de

polinomis Z[X, Y];_5 (g0 és, polinomis homogenis de grau k — 2 en dues variables
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i amb coeficients enters) amb 1’acci6 de SL,(Z) donada per

a b a b - X
() rn=e((12) () < ron- e

Ara definim el grup de simbols formals
My =Z[X,Y]j_» @z M.

Els elements de My s6n de la forma P ® {r, s} (més ben dit, combinacions Z-lineals
d’aquesta mena de tensors), perd normalment escriurem P{r,s} en comptes de
P ® {r,s}. Hi ha una acci6 induida de SL;(Z) sobre M definida per

w- (P@{r,s}) = (a-P)®{a(r)als)}.

Definici6 23. El grup dels simbols modulars de pes k > 2 per a T és el quocient M (T)
de M pel subgrup generat pels elements x — yx perax € Myiy € I'iper la
torsio.

Hom pot provar que M (I') és un grup abelia lliure de rang finit. Donat un
anell R qualsevol, escriurem M (T, R) = M (T') ®z R.

En aquesta situaci6 més general també podem definir simbols de Manin (P, x),
pera P € Z[X,Y]i_p,i& € T\ SLy(Z), que corresponen als elements « - P{0, oo}
de M (T). Els simbols d’aquesta forma generen tot My (I'). A més a més, hi ha
una accio per la dreta de SL,(Z) sobre els simbols de Manin definida per

(P,@)-p=(B""Pap).
Els simbols de Manin satisfan les segtients relacions:
(i) (P,w)+ (P,a)oc =0,
(ii) (P, &)+ (P, &)t + (P,x)t?> =01
(iii) (P,@) — (P,@)(~1) = 0.
De fet, totes les relacions s6n generades per aquestes, en el sentit que IMy(I')
és isomorf al quocient del grup abelia lliure generat pels simbols de Manin per
aquestes relacions i per la torsio.
Sigui B el grup abelia lliure generat per IP*(Q) i sigui
By =Z[X, Y]y »®z B
amb 1’acci6 de SL,(Z) donada per
a-(P®s)=(a-P)Rua(s).

Considerem el quocient By (I') de By pel subgrup generat pels elements x — yx
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perax € Byiy € I'iper la torsi6. Hi ha un operador vora
0: My (T') — By(T)
P{r,s} — P{s} — P{r}
(aplicaci6 Z-lineal) i el seu nucli S¢(T') és el subgrup dels simbols modulars cuspidals
depesk > 2peraTl.
Teorema 24 (Eichler-Shimura). L'aparellament

(Sk(T) @ Sk(T)) x My(T) — C
() P{rs)) — [ AP dz+ [ BEPE1

indueix un aparellament
(Sk(F) @?k(l“)) X Sk(F) — C

no degenerat.
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